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Capitulo 1

Equivaléncias e Ordens

Neste capitulo estuda-se a nocao de equivaléncia e de ordem. A importancia do con-
ceito de relacao de equivaléncia é evidenciada pelo teorema fundamental das relacoes
de equivaléncia. Ao estudar objetos, estruturas e problemas matematicos, todo
matematico tenta agrupé-los em classes de elementos com as mesmas propriedades,
de forma que em cada classe cada representante possua propriedades ou respostas
equivalemtes, ou seja basta estudar um dos exemplos para saber como se comportam
os outros daquela mesma classe. O estudo de espagos vetoriais de dimensao finita,
por exemplo evidencia varias propriedades e conceitos comuns a todos os espacos
vetoriais de dimensao finita. Basta estudar um deles para conhecer todos os outros
espacos de mesma dimensao. Percebe-se portanto que a classificacao de estruturas
e objetos matematicos apresenta-se como importante ferramenta para a evolucao da
Matematica enquanto Ciéncia. Classificar estruturas significa agrupar em classes de
elementos com as mesmas propriedades. Uma boa classificacao é aquela em que classes
distintas nao possuem elementos em comum e cada objeto ou estrutura pertence a
alguma classe de tal maneira que estudar um objeto da classe fornece propriedades
(com respeito a qual os objetos foram classificados) semelhantes para todos os outros
elementos da classe.

Se relacao de equivaléncia permite aos matematicos classificar objetos e estruturas,
a relacao de ordem permite ordena-los em ”filas”, estabelecendo uma certa hierarquia
entre os objetos. esta hierarquia pode ser estabelecida de forma global ou parcial.

1.0.1 Relacao de equivaléncia

Definigcao 1.1. Seja E um conjunto nao vazio. Um subconjunto R C E x E ¢é dito
ser uma relacao de equivaléncia em E se satisfaz:

1. (z,x) € R, Vo € E. (R é reflexiva)



2. Se (z,y) € R entdo (y,z) € R. (R é simétrica)
3. Se (z,y), (y,2) € R entao (z,2) € R. (R é transitiva.)

Teorema 1.2 (Teorema fundamental das Equivaléncias). Seja E um conjunto nao
vazio. Toda relagao de equivaléncia nao trivial, em E, decompoe o conjunto E numa
uniao, disjunta, de subconjuntos nao vazios de IE.

Demonstragao. . Seja R umarelacao de equivaléncia em E. Defina para cada z € E,
o conjunto R, : {y € E; (z,y) € R}. E facil ver, em decorréncia da transitividade de
R, que para quaisquer par de elementos x,y € [E, tem-se:

R.NR,=0 ou R,=TR,

Seja A o “maior”subconjunto de E, com respeito a inclusao, com a seguinte pro-

priedade:
T,y € A= R, #R,

Afirmamos que: E = |_| R;. De fato, temos z € R,, Vz €E.Sex ¢ R,, VyecA,
FASIAN

entdo o conjunto {2 = AN {z} conteria propriamente A, contradizendo sua maximali-

dade. Isto mostra que E = |_| R.. Pelo argumento exibido no primeiro paragrafo da

TEA
demonstragao concluimos que x,y € A com x # y implica em R, N R, = 0. O

Cada conjunto R, , descrito acima,é dito ser uma classe de equivaléncia. O con-
junto {R,;z € E} é chamado de conjunto quociente de E por R, e escrevemos,
exceto em alguns casos particulares, % para representar este conjunto. O conjunto
A, construido acima é dito ser um sistema completo de residuos mdodulo R. (s.c.r)

1.0.2 Exercicios

1. Mostre que as relacoes abaixo sao relagoes de equivaléncia e determine um s.c.r
para cada uma delas.

() R = {(#,9) € Zx Zinl(z — y)}

(b) R = {(v,w) € R? x R*;v — w ¢ paralelo ao eixo das abscissas.}

(c) Considere o subespago vetorial Q C R3, gerado por {(1,0,0), (0,1,0)}.
Seja R = {(v,w) € R? x R%; v —w € Q}.

(d) Seja R[z] o conjunto dos polinémios de coeficientes Reais e varidvel .

Seja R = {(f(x),9(z)) € Rlz] x Rz]; (z* + 1)|(f(z) — g(2))}

2. Encontre a classe dos elementos 2, (1,1),(1,1,1),2* + 23 + 2 + 1 , com respeito,
respectivamente, as relagoes (a),(b),(c) e (d) acima.



3. Represente geometricamente as classes de equivaléncia das relagoes do exercicio
1.

4. Por que as seguintes relacoes nao sao relagoes de equivaléncia? O que falha 7

(a) R={(z,y) e Nx N;y =2+ 2}
(b) R =A{(z,y) € Nx N;ylz}
() R={(z,y) € R x R;ylr}
(d) R ={(v,w) e R®* x R%v L w}.
5. Considere um conjunto com 5 elementos e construa ao menos dois exemplos de

relacao de equivaléncia sobre o mesmo.

6. Seja C°(R) o conjunto das fungoes continuas definidas em R e com contra-dominio
R.

(a) Determine para quais valores de @ € R a relagao
R :={(f,9) € C'(R) x C"(R); lim(f — g)() = a.}

¢ uma relagao de equivaléncia.

(b) A relagao R :={(f,g) € C°(R) xC°(R); (f —g) é funcao par.} é uma relagao
de equivaléncia?

(c) A relacio R :={(f,g) € C°(R) x C°(R); (fog) é fungdo par.} ¢ uma relacio
de equivaléncia?

(d) A relagao R := {(f,g) € C°(R) x C°(R); (f — g) é fungao constante.} é uma
relacao de equivaléncia?

1.0.3 Relagao de Ordem

Definigcao 1.3. dado um conjunto nao vazio E. Uma relagio O C E x E € dito ser
uma relacao de ordem, em E, se satisfaz:

1. A relacao O ¢é reflexiva. isto é, (z,2) € O Vz € E.
2. A relagao O ¢é anti-simétrica. isto é, Se (z,y) € O e (y,x) € O, entdo x = y.
3. A relagdo O ¢ transitiva. Isto ¢, Se (z,v), (y,2) € O, entdo (z,z) € O.

Observagao 1.4. Observe que no item (2) da defini¢ao acima nao exigimos que para
x,y € E tenha-se (x,y) € O ou (y,z) € O. Quando tal propriedade é verdadeira dize-
mos que a ordem € total, e o conjunto E € totalmente ordenado. Caso tal propriedade
nao ocorra, diremos que o conjunto IE € parcialmente ordenado.



1.0.4 Exercicios

1. Considere um conjunto com 5 elementos e construa um exemplo de relagao de
ordem parcial e de ordem total.

2. Mostre que as relacoes abaixo sao relacoes de ordem em seus respectivos conjun-
tos,e determine quais conjuntos sao parcialmente ordenado e quais sao totalmente
ordenado.

(a) O7 = {(z,y) € Nx Ntal quex = youy = x + n para algum n € N.}
(Ordem menor ou igual: z <y )

(b) O3 = {(z,y) € Nx Ntalquex = youz = y+ n para algum n € N.}
(Ordem maior ou igual : x >y )

(c) O = {(A,B) € 2% x 2% tal que A C B}, onde 2% representa o conjunto dos
subconjuntos de um conjunto X nao vazio.

(d) Fixadom € N.Seja Oy, = {((c11,...,m), (B1,...,0m)) € NN tal que o, >
GYie{l,....m}oua, =BV e {1,2,...,7} e a,s1 > (3,41 para algum 3.}
(ordem lexicografica )

3. Fixado um primo p € N, assuma p° := 1. A relacao
R = {(z,y) € N x N tal que p"|z e p"™' Jy, para algum r € {0,1,2,3,...}}
é uma relagao de ordem?

4. Mostre que as seguintes propriedades sao verdadeiras. (Assuma N = {1,2,...}.)

(a) Sex <yentdo,z+2z<y+z VzeN.

(b) Sejam z,y,z € N. Sex <yel<zentao,x-z<y-z.

(c¢) Sejam z,y,z,w € N.Sex <yel <z<wentdo, z-2z <y w.
(d) Sejam x,y e N. Sex-y=1entdo, z =1ey=1.



Capitulo 2

O conjunto dos Numeros inteiros

Neste capitulo estudaremos o conjunto dos numeros inteiros e sua construcao a
partir do conjuntos dos niimeros naturais. Para tanto, discutiremos algumas questoes
a respeito dos numeros Naturais. Ao longo do texto introduziremos o conceito de
relacao de equivaléncia e de ordem. Os numeros inteiros serao entao construidos
segundo as idéais de Richard Dedekind, apresentado no livro: “Was sind und was
sollen die Zahlen? -- O que sdao e para que servem os numeros inteiros — publicado
por volta de 1890.

2.1 O conjunto dos niimeros Naturais

Certamente a nogao de contagem ¢ um fator comum a todos os seres que conseguem
interagir com o ambiente a sua volta, de forma racional. Os animais contam, intu-
itivamente, suas crias, e esta forma rudimentar de matematica é um dos ingredientes
indispensaveis a sobrevivéncia da espécie. Experiéncias com Golfinhos e Macacos
mostram que estes animais conseguem racionalizar quantidades discretas; Em outras
palavras, conseguem contar coisas e classifica-las segundo uma nog¢ao de quantidade.
Nao se sabe se estes animais concebem a nocao de infinitude. Algumas espécies an-
imais, nao conseguem distiguir quantidades acima de 5 elementos, o que nos levar a
questionar se esta limitacao pode ocorrer ao Ser Humano. O que vc acha ? Sera que
voceé seria capaz de distinguir um conjunto com 1000 elementos, de outro com 999 7
Uma pessoa comum certamente dird que visualmente é impossivel distingui- los, mas
que se efetuarmos a contagem saberemos distingui-los. Neste momento, justificamos
a necessidade da aceitagaoda existéncia dos nimeros Naturais, sem o qual a distincao
entre conjuntos com uma quantidade, muito grande, de elementos seria impossivel ao
Ser Humano.

O nome Natural é sem duvida alguma muito bem empregado para representar
esta primeira nogao de uma sistema tizacao matematica para uma necessidade Hu-



mana. Natural significa: que existe sem intervencao Humana, que é produzido pela
natureza, que ¢ nato, institivo ou ainda que decorre normalmente da ordem das coisas.
Embora esta nogao tenha nascido com o Homem em sua fase racional, e tenha sido
utilizada durante toda a Histéria, apenas em 1889, foi apresentada uma construcao,
ou melhor formalizagaoda nocao de nimero natural, através dos Axiomas de Peano,
exposto no livro ” Arithmetice principia novo methodo exposita”” — Novo mfodo de
exposicao dos principios da Aritmética— embalado pelo movimento de axiomatizagao
da Matemadtica iniciado anos antes por Georg Cantor e seus trabalhos sobre teoria
dos conjuntos. Este movimento e a redacao inicial dos Axiomas de Peano receberam
duras criticas de varios matematicos famosos, entre eles Kronecker e Henri Poincaré.
Segundo eles a teoria dos conjuntos permitia muitos paradoxos e portanto era evi-
dente que a Matemaética nao poder-se -ia explicar apenas com as imposicoes da logica.
Sobre os Axiomas de Peano, Poinacaré declarou: “ O Sistema de niimeros Naturais é
intuitivo mas, o principio da indugao matematica nao se reduz a Légica... Além disto
as entidades Matematicas precisam ser apresentadas numa seqiiéncia que vai do parti-
cular para o geral.“ Para ele era inadmissivel uma objeto matematico ser apresentado
e elucidado por meio de uma classe ao qual o proprio objeto pertence. O ponto cen-
tral da discussao a cerca dos Axiomas de Peano era que ao tentar definir os Naturais
através deles, encontramos nao apenas um conjunto, mais uma classe de conjuntos
com as mesmas propriedades. Uma heranca deste questionamento é a eterna divida
que atormenta os alunos num primeiro curso de Algebra — O Numero zero é ou nao
é um numero Natural ? Ha evidéncias de que os Babilonios por volta de 2400AC ja
usavam a no¢ao do nimero zero, embora nao possuissem representacao para o mesmo,
porém tanto o simbolo quanto o objeto matematico s6 foram formalizados milhares
de anos depois pelos matematicos indianos por volta de 650DC. Alguns matematicos
aceitavam o conjunto dos niimeros naturais sem a ocorréncia do zero, entretanto com
a evolucaodos argumentos algébricos percebemos que o zero é um filho adotivo que
se integrou muito bem a familia e portanto deve ser considerado como um membro
da mesma. Além disto se precisamos reconhecer sistema de ntimeros Naturais nao
apenas como um conjunto mas sim como uma estrutura algébrica que faz parte de
uma classe maior (Semigrupo) , entdo considerar o zero como um nimero Natural é
perfeitamente justificivel. Vale salientar que tanto {1,2,3,...} quanto {0,1,2,3,...}
satisfazem os axiomas de Peano. A saber:

Axioma 2.1. [Aziomas de Peano] Existe um conjunto N satisfazendo as sequintes
propriedades

1. O conjunto N é nao vazio.

2. Existe uma funcao injetora G : N — N cuja imagem tem como complementar
um conjunto unitario.



3. Para todo subconjunto de P C N tal que P contém o complementar da imagem
de G e contém a imagem de cada elemento de P, tem-se P = N.

A aplicacao & do segundo axioma é chamada de sucessao e a imagem de um elemento
é chamada de sucessor deste elemento. O terceiro axioma é chamado de Principio da
indugdo e é utilizado pra mostrar que se uma proposicao é valida para o primeiro dos
Naturais e também ¢é valida para o sucessor de cada um deles, entao esta proposicao
é valida para todos os Naturais. Vamos utilizar a representacao Indu-Arabica para
os numeros Naturais, escrevendo-os numa lista, usando o sistema decimal de repre-
sentacao:
N=1{1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,...,20,21, ...}

Nesta lista cada elemento é o sucessor do anterior, exceto o simbolo “1”7. ( Tente
pensar, neste momento, os simbolos sem associd-los a quantidade de objetos!!!).

A natureza historica dos ntimeros Naturais exige da mente Humana que associe
a cada nimero natural um conjunto com uma certa quantidade de elementos e seu
sucessor é um conjunto com um elemento “ a mais”. Desta forma, podemos definir
de maneira natural a operacao de soma de ntimeros naturais e associa-la a nocaode
uniao de conjuntos, fazendo-a intimamente dependente da sucessao.

Definigao 2.2 (Soma). Seja N o conjunto dos nimeros Naturais, representado com
acima. Definamos a soma de niumeros naturais como se seque:

+ : NxN — N

(1,2) —  S(x)
(z,1) = 6(z)
(&(z),y) — 6&(z+y)
(,6(y)) = 6&(z+y)

, ou equivalentemente, (para uma nota¢ao mais curta)
l+z = 2+1 := &(x) e S(x)+y = 6(z+y)  =+6(y) :=6S(z+y) Vz,yeN.

A segunda igualdade nos diz que se sabemos somar x com y entao sabemos somar
o sucessor de x com y. Assim temos

1+1:=6(1)=2 24+41=6(1)+1:=6(1+1)=6(2) =3
e assim por diante.

Definicao 2.3. Seja N o conjunto dos niumeros Naturais, representado com acima.
Definamos o produto de nimeros naturais como se seque:



N x N — N
(1,2) — T
(x,1) — T
EG(x),y) = (oY) +y

¥, 6(x)) — (z-y)+y

ou equivalentemente, (para uma nota¢ao mais curta)
l-z=2-1:=x e Sx) - y=y-6(x)=z-y+y Vr,yeN.
Um raciocinio analogo ao feito para soma, nos fornece:

1-1:=1 ,2:-3=6(1)-3:=1-3+3:=6(2+3)=6.

2.1.1 Exercicios
1. Mostre que com as definigbes acima, as afirmacoes abaixo sao verdadeiras.

(a) As operagoes de soma e o produto de nimeros Naturais sdo comutativas.
(b) As operagdes de soma e o produto de niimeros Naturais sdo associativas.
(c) Sen # 1, entdao n + 1 = &"(1) em que &" representa a composigao de n

funcoes iguais a &.
(d) Vale a distributividade, isto é, z(y + 2) = 2y + 2z Va,y,z € N.
(e) Valem as leis do cancelamento:

i. Sex+y =12+ zentao y = z.
ii. Se zy = xz entao y = z.
2. Mostre que O := {(z,y) € NxN;z =y ou x = &"(y) para algum r € N} é uma

relacao de ordem total.

3. Todo subconjunto, nao vazio, de N, tem um menor elemento com respeito a
ordem enunciada acima . (Principio da boa ordem)

4. Se somar dois valores representa a cardinalidade de um conjunto obtido pela
uniao de conjuntos cujas cardinalidades sao os valores somados, o que significa
a multiplicacao em termos de conjuntos 7

5. Definina o significado de x¥ por meio das operagoes de soma e produto e prove
que z¥ - ¥ = 2¥**. Interprete esta operacao em termos de conjuntos.

6. Mostre que todo subconjunto de M C N possui um elemento que nao é sucessor
de nenhum outro lemento de M.



. Prove por inducao as seguintes proposicoessobre niimeros naturais:

a) 1+2+---+n:@

(

D) 14+34+54+--+2n+1)=(n+1)>
(c)n<2® VYneN

(d) 2" <n! Vn>4.

() 1+2°+ 3+ +n’=1(n(n+1))>%

(f) Z2r:n(n+1) Vn >1
r=1

(g) 1+2+22+2%4 ... 42" 1 =2"—-1 Vn>1
& 1

(h) Zr2:6n(n+1)(2n+1) vn > 1
r=1

(i) 4" — 1 e 22"+ 4+ 1 sdo divisiveis por 3 Vn > 1.
(j) 4 divide 7" —=3" V¥n > 1. (dica: some e subtraia 7-3" a expressao obtida
para n + 1.)

k) (x+y)" =a" + Z (Z) 2"y" Vn > 2.
r=1

WY "+ = 2[%71(71 +1)* Vn>1

r=1
n

1 n

= Vn > 1

(m);r(r—l—l) ntl =

(n) A soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n lados, n > 3,
ém(n—2).

. Seja B um conjunto com n elementos. Mostre que existem 2" subconjuntos,
distintos, contidos em B — (incluindo o conjunto vazio).

. Seja B um conjunto com n elementos.

(a) Se n > 2, prove por indugao que a quantidade de subconjuntos de B, distin-
tos, com dois elementos ¢ igual a @

(b) Se n > 3, prove por indugao que a quantidade de subconjuntos de B, distin-
tos, com trés elementos ¢ igual a ”(”%),(”_2)

(¢) Enuncie uma conjectura, com resultado similar aos enunciados acima, para
ocason >r

10



(d) Conclua que a quantidade de subconjuntos, distintos, contidos em B é
> ()
=0 \"

10. Seja B um conjunto com n elementos. Mostre que o nimero de funcoes injetoras,

distintas, de B em B é n!.

11. Seja x € R tal que x > —1. Mostre que para todo nimero natural n tem-se
(14+2)" > 1+ nx.

12. Considere o problema das torres de Handi com n discos, n > 3. Mostre que
a solucao com o menor numero de movimentos possivel ¢ obtida com 2" — 1
movimentos. (Se nao conheces o problema visite o laboratdrio de matemdtica )

13. Mostre que para cada funcao sucessao, existe uma unica funcao de soma e de
produto definida como acima.

14. Considere o zero como nimero Natural e defina uma sucessao, uma soma e um
produto que preserve a nocao atual de soma e produtos de niimeros Naturais.
Mostre que assumir o terceiro axioma de Peano em um dos dois casos —zero é
Natural ou zero nao ¢ Natural — implica na validade deste mesmo axioma para
0 outro.

2.2 Os Numeros Inteiros segundo Dedekind

A seguir apresentaremos os Ntumeros inteiros como um conjunto de classes de
equivaléncia de uma relacao definida sobre o conjunto dos niimeros Naturais. Uma
caracteristica bastante peculiar desta construgao é a obtencaodo elemento zero ( ele-
mento neutro da soma de nimeros inteiros ), como nimero inteiro, mesmo que nao
admitamos a ocorréncia deste elemento neutro no conjunto dos niimeros naturais.
2.2.1 A construcao dos Inteiros

Considere a relacao de equivaléncia, R, de N x N, dada por

R :={((a,b),(c,d)) € N* x N*;a +d =b+c}. (2.1)
Representemos por R, a classe do elemento (a,b) € N x N. Isto ¢,
Ry = {(z,y) e NxNja+y=b+uz}
e seja Z = {Rap); (a,b) € N x N} o conjuto quociente de N? pela relagao R dada

em 2.1.

11



Definigao 2.4 (conjunto dos Inteiros). O conjunto Z definido acima, € dito ser o
conjunto dos Numeros Inteiros, e cada elemento deste conjunto é dito ser um numero
mnteiro.

No conjunto dos Numeros inteiros é possivel definir duas operagoes chamadas
de soma e produto, que herda a comutatividade, associatividade, e a leis de can-
celamento, presentes no conjunto dos Numeros Naturais. Além disto o conjunto
dos nuimeros inteiros sempre possui um elemento neutro para a soma, este nimero,
chamado de zero, independe de considerar-mos ou nao a existéncia do zero como um
nimero Natural.

Definigao 2.5 (Soma de Inteiros). Seja Z = {Rap);(a,b) € N x N} o conjunto
quociente pela relagao R dada em 2.1. A aplicag¢ao definida por:

1o 7% 7 . 7
(Reap): Raw) = Riatabty)

é dita ser a operacdao de soma de ntimeros inteiros. Escreveremos, por motivo de
simplicidade, Rap) + Rz, em lugar de +(Rap), R(zy)). Observe que a aplicacao
de soma definida acima nao depende da escolha dos representantes. De fato, se
Ry = Ry € Rizy) = Ruw), entao a+d =b+ce xr+ w = y + u. Portanto,

(a+d)+ (z+w)=(a+z)+(d+w) = (b+ec)+y+u)=(0b+y)+(c+u)
, ou equivalentemente R (o1 b1y) = R(ctu,dtw)-
Proposicao 2.6. A aplicacao de soma + : ZXZ — 7 tem as sequintes propriedades:
1. A soma é comutativa. Isto é,
Riab) + Ray) = Riey) T Riab): YRap): Reay) € L
2. A soma é Associativa. Isto é,
(R + Riap) + Ried) = Riay) + (Reap) + Riea)) YRp) Rizy)s Rica) € Z.

3. Existe elemento neutro para a Soma, chamado de zero.

4. Cada elemento tem um oposto aditivo. Isto é, para cada elemento R, € Z,
existe elemento R, ) tal que R(qp) + Ry € 0 elemento neutro da soma.

Demonstracao. Deixamos os itens (1) e (2) como exercicio. Para mostrar a ex-
isténcia do elemento neutro , basta observar que a classe R, ) satisfaz:

R(:z;x) + 7?'(a,b) - R(x—i—a,x—i—b)'
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Como b+ (v 4+ a) = a+ (x + b), concluimos que (a,b) € Rztqr+p). Portanto pelo
teorema 1.2, temos que R(qp) = Rz4a,utb)- 15t0 €,

R(x@) + R(a,b) = R(a,b) Vo € N, R(a,b) e 7.
Para mostrar que todo elemento tem um elemento oposto, basta observar que
Rap) + Rpa) = Riarbpta) = Riatbart) = Rzz) Vr,a,b € N.
J

Definigao 2.7 (Produto de Inteiros). Seja Z = {R.p); (a,b) € N x N} o conjunto
quociente pela relagao R dada em 2.1. A aplicac¢ao definida por:

7 x 7. —_— Z,
(R(a,b)> R(w,y)) = R(ax+by,ay+bx)

é dita ser a operacao produto de nuimeros inteiros. Escreveremos, por motivo de
simplicidade, Rap) - Ri(zy), em lugar de -(Rap), R(zy))-

Proposicao 2.8. A aplicagao produto - : 7. X 7. — 7 tem as sequintes propriedades:

1. O produto é comutativo. Isto é,
Riap) Rey) = Ry Reap) VRiap): Riey) € Z.

2. O produto é Associativo. Isto é,
(Rezy) - Reap) * Rieay = Rizy) - Rap) - Riea)  VRap)s Riaw): Riea) € Z-

3. Existe elemento neutro para o produto, chamado de Hum.

Demonstracao. Deixamos os itens (1) e (2) como exercicios. Para mostrar a ex-
isténcia do elemento neutro, basta observar que para todo x € N tem-se:

R(x—}—l,a:) ) R(a,b) - R((x+1)a+:cb,a:a+(x+1)b) - R(xa+a+a:b,a:a+ba:+b)7

e que por outro lado, a + (za + bx + b) = b+ (ra + a + xb) o que significa dizer que
(a,b) € R(za+a+abzatbats)- Portanto

7?’(:c—&—l,:v) : R(a,b) = R((;L’+1)a+zb,:va+(ac+l)b) = R(a,b)'
|

Observagao 2.9. Alguns autores, simplesmente citam a classe Ry como represen-
tante do niumero inteiro Hum . FEntretanto tal afirmacao pressupoe a aceitag¢ao do
zero como numero Natural, fato absolutamente desnecessdario para a construc¢ao dos
inteiros. Assim a classe R1) € muito mais elegante como representante do nimero
Hum.
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2.2.2 Ordem nos Inteiros

Nesta se¢ao mostraremos que o conjunto dos Naturais é um conjunto totalmente or-
denado pela sucessao e que a ordem dos Naturais ¢ herdada pelo conjunto dos niimeros
inteiros. Uma conseqiiéncia natural do conceito de ordem total é a triseccao do con-
junto em subconjuntos disjuntos dois-a-dois. Em razao desta propriedade,poderemos
triseccionar o conjunto dos ntimeros inteiros na uniao dos conjuntos dos inteiros es-
tritamente negativos, com o conjunto unitario composto pelo zero, e com os inteiros
estritamente positivos. Além disto, mostraremos que o conjunto do niimeros inteiros
possui um subconjunto que é uma coépia do conjunto dos numeros naturais.

Considerando a ordem Oy = {(z,y) € N x N;x = y ou y = x + n para algum n €
N}, escreveremos = < y sempre que (z,y) € Oy, e diremos que x é menor ou igual a y.
Usaremos a expressao r < y para indicar que x < y e x # y, e neste caso, diremos que
x é menor, ou estritamente menor, que y. Com a notagao acima, podemos entao definir
uma ordem, chamada de “menor ou igual " ’, no conjunto dos niimeros inteiros, dada
no teorema abaixo, que herda todas as propriedades da ordem de niimeros naturais,
comforme listada nos Exercicios 2.2.3.

Teorema 2.10. A relagao
Oy = {(R(I,y),R(mb)) ELXZyx+b<y+ a}
¢ uma ordem total em 7.

Demonstragao. Escrevamos R, ) < R(.p) para indicar que (R(zy), Rap) € Oz
Antes de mostrar que que Oz é de fato uma ordem, mostremos que a condi¢ao R,y <
R(ap) nao depende da escolha dos representantes das classes R,y € Rap). De fato,
se R(%y) = R(%w) e R(a,b) = R(c,d) entao,

r+w=y+tueat+d=0b+ec (2.2)
Portanto se, x + b < y 4+ a entao:
(u+b)+(x+y)=(@@+b)+(y+u) <(y+a)+ (r+w)=(w+a)+ (z+y) (2.3)
Pela lei do cancelamento, da ordem dos naturais, temos:
uw+b<w-+a.

Portanto pela definicao de Oz , temos Ruw) < Rap)- Em outras palavras, estar
ou nao na relacao Oz nao depende dos representantes escolhidos. Prossigamos para
mostrar que Oy é reflexiva, anti-simétrica, transitiva.

1. Oz ¢é reflexiva. Pois para todo elemento R(,,) € Z temos: v +y = y + . Logo
Ry < Rizy):
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2. Oz é anti-simétrica. Suponha R, < Rap)- € Rap) < Riay)- Neste caso, de
acordo com a definicao de Oz, temos:

r+b<y+aea+y<b+zx comuzy,abeN. (2.4)

Portanto, x +b = y+a, e pela construcao do conjunto dos inteiros , isto significa
que (CL, b) c ,R’(I,y)’ ou seja R(w,y) = R(a,b)-

3. Oz ¢ transitiva. Suponha R ) < Rap), € Riap) < R(ca)- Neste caso temos,
r+b<y4+aea+d<b+c
Portanto,
(z+d)+(b+a)=(x+b)+(a+d) < (y+ta)+(b+c)=(y+c)+(b+a).

Aplicando-se a lei do cancelamento, da ordem dos naturais, temos que x 4+ d <
y+c, e de acordo com a defini¢ao de Oy concluimos que R, ) < R(cq). Portanto
7 é transitiva.

Desta forma conluimos que Oz é uma ordem em Z. Resta mostrar que é uma ordem
total. De fato, dados R(s), R(ap) € Z, como a ordem “menor ou igual”é uma ordem
total nos Naturais, temos que

r+b<y4+aouy+a<zx+b
Esta afirmacao por sua vez, é eqivalente a dizer que:
Ry < Reap) 00 Rap) < Reay).
Portanto a ordem 97 é uma ordem total. O

Proposicao 2.11. Seja w = R, € Z. Representemos pelo simbolo “0” a classe do
elemento neutro para a soma em Z. Considerando a ordem Oz acima, temos:

1. 0 < w se, e somente se, y < .

2. w <0 se, e somente se, x < y.

Demonstracao. Lembremos que o elemento neutro da soma em 7Z é dado pela classe
R (), com z € N. Portanto, para mostrar o item (1) basta observar que:

R SRy = 2+y<z+rz=y<uz.

A demonstracio do ftem (2) feita de forma anéloga. O

15



Definicao 2.12. Considere o conjunto dos niumeros inteiros, munido da ordem total
Dy dada acima. Os conjuntos, descritos abaixo, sao chamados, respectivamente de
conjunto dos inteiros positivos e conjuto dos inteiros negativos

Zyp ={weZ0<wew#0} ={Ruy;y <z}
Z_:={weZiw<0ew#0} ={Ruy;z <y}

O corolario a seguir é uma conseqiiéncia imediata da proposicao 2.11 e da definigao
acima. Ela afirma que um ntimero inteiro é positivo, negativo ou zero.

Corolario 2.13. A ordem Oz particiona o conjunto Z em trés subconjuntos mutua-
mente disjuntos.

De fato, temos Z =7Z_ LI {0} UZ,. O

O Teorema a seguir caracteriza os nimeros inteiros positivos e negativos, e nos
permite pensar os numeros naturais como subconjunto do conjunto dos nimeros
inteiros.

Teorema 2.14. Considere os conjuntos dos nimeros naturais,N := {1,2,3...}, e
dos inteiros, munidos com as respectivas ordens “menor ou igual " . Entdo:

1. Zy ={R@i;reNel <z}
2. Z-={Ra.;reNel<ua}

Demonstracao. Observemos que se x € Ne 1 < x entao, 24+ 1< z+4+x VzéeN.
Por outro lado, se z € Ne z < 1 entao, 2+ < 2+1 Vz € N. Portanto, de acordo
com a defini¢cao 2.12 temos

{RepyjzeNel<a} CZy
{RazireNel<a} CZ_

Para mostrar as inclusoes reversas, procedamos como se segue: Suponha Rqp) € Z,..
Neste caso, pela definicao de Z., temos que b < a, com a,b € N. Pela definicao da
ordem “menor ou igual”” dos numeros naturais, segue que existe p € N, (1 < p)
tal que a = b + p. Portanto a + 1 = b+ p + 1, o que significa (a,b) € Rp+1,1) ou
equivalentemente, R. ) = R(pt1,1). Isto mostra que Z; C {R1;2 € Nel < ax}.
Logo Z; = {R(z1;2 € Ne 1 < z}. De forma analoga: Suponha R, € Z_. Neste
caso, pela definicao de Z_, temos que a < b, com a,b € N. Pela definicao da ordem
“menor ou igual”” dos nimeros naturais, segue que existe p € N, (1 < p) tal que
b= a+ p. Portanto b+ 1 = a +p + 1. Isto, por sua vez, significa que (a,b) € R pt1)
ou equivalentemente, R 5 = R(1p+1). Isto mostra que Z_ C {R1 42 € Ne 1 < x}.
Logo Zy = {R@1y;v € Ne 1 <z} O
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Corolério 2.15. Se Rup) = Rz1) entio o oposto( aditivo) de Rqp), representado
por _R(a,b) € R(Lm) = R(b,a)-

A demonstragao é imediata. O

Corolério 2.16. O conjunto Z, = {R1):x € N el < x} satisfaz os axiomas de
Peano.

Basta mostrar que existe uma bije¢do que preserva a a soma (e portanto a sucessao
e a ordem), entre o conjunto N = {1,2,3,...} e o conjunto {R;1);x € Ne 1l < x}.
Seja, ¢ : N — Z, dada por ¢(n) = Rn41,1). Temos:

So(n) + cp(m) = R(n-i—l,l) + R(m—i—l,l) - 7—\)f(n-i-1n—+-2,2)

Por outro lado, como (n+m+1)+2 = (n+m+2)+1 temos R(ntm+22) = Rntm+1,1)-
Portanto,

p(n) +p(m) = p(m+n).
Além disto, se ¢(n) = p(m) entdao R(n11,1) = Rm+1,1), € conseqiientemente temos:(n+
1)+ 1= (m+1)+1, ouseja, n = m. Concluimos,portanto, que ¢ é uma funcao
injetora que preserva a soma, consequentemente preserva a sucessao e a ordem. O
teorema 2.14 nos mostra que ¢ é sobrejetora. O

Observacgao 2.17. O que o teorema acima nos garante é que o conjunto Z, € um
representante legitimo do conjunto dos numeros Naturais, e que portanto toda pro-
priedade valida para numeros Naturais, também é vdlida para os elementos de Z., e
vice-versa.

2.2.3 Exercicios

1. Mostre, usando a caracterizacao dos inteiros como classes de equivaléncia, que
as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) Sex <yentdo, x+2z<y+z Vze€Z Em particular, z — 2z <y — z.
(b) Sejam x,y,z € Z. Sex <ye 0 < zentao, z-2<y-z.
(c) Sejam z,y,z € Z. Sex <yez<0entdo, y-z<x- 2.
(d) Sejam z,y,z,w € Z. Se 0 <z <ye0<z<wentao, -2 <y-w.
(e) Sejam z,y € Z. Se 0 < x < y entao, 0 < y — x.
(f) Sejam z,y € Z. Se x -y = 0 entdo, x = 0 ou y = 0.
(g) Sejam x,y,z € Z. Se v -y =1entdo,r =y=—loux =y =1.
)

(h) Sejam z,y € Z. Se z < 0 e y < 0 entao, z -y > 0.
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(i) Sejam xz,y € Z. Se x < 0 ey > 0 entao, x -y < 0.
(j) Sejam z,y € Z. Se x > 0 ey > 0 entdo, z -y > 0.
2. Seja S um conjunto nao vazio e totalmente ordenado. Mostre que se existe uma

bijecao ¢ : N — S tal que ¢ preserva a ordem entao, S satisfaz os axiomas de
Peano.

2.3 Principio da Indugao sobre os Inteiros

Assumiremos para esta secao que o leitor demonstrou o principio do menor
Natural, recomendado enunciado no exercicio 3.

Definicao 2.18. Dizemos que um subconjunto . C Z ¢é limitado inferiormente se
existe w € 7. tal que w < X VA € L.

Teorema 2.19 (Principio do menor inteiro). Todo subconjunto L. C Z limitado infe-
riormente posui um menor elemento. Isto €, existe w € IL tal que w < A VA € LL.

Demonstracao. Seja . C Z um subconjunto, nao vazio, limitado inferiormente.
Neste caso, seja v € Z tal que v < A VA € L. Se v € L, entao v é o menor elemento
de LL. Caso contrario, considere o conjunto V. = {A+ (—v); A € L}. De acordo com as
propriedades da ordem “menor ou igual ~” temos que V C Z, . Logo,pela observacao
2.17, temos que V possui um menor elemento, digamos: w — 7, com w € L. Este
elemento , portanto, satisfaz:

w—y7<A—7q Viel.

Portanto,

w< A Viel.
L.

Teorema 2.20 (Principio da Inducao sobre os Inteiros). Fizado w € Z. Seja L. =
{N € Z;w < A}. Seja P uma proposicao enunciada para os elementos de L. Tal que
P satisfaz:

1. P é valida para w.

2. Se P é valida para A € L, entao P é vélida para A + 1.

Entao P é vélida para todos os elementos de L.
Demonstracao. Seja S o conjunto dos elementos de I para os quais a afirmacao
nao ¢ vélida. Isto ¢, S = {y € L; P(y) nao ¢ vélida }. Suponha que S seja néo vazio.
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Neste caso, S um subconjunto de 7Z, limitado inferiormente e, portanto, de acordo com
o teorema 2.19, existe um menor elemento 7 € S. Uma vez que w é o menor elemento
de L temos w < 7. Por outro lado, por hipotese,P é véalida para w. Portanto, w # 7.
Segue-se que, w < n—1 < n. Como 71 é o menor elemento de IL para o qual a proposicao
P nao é vélida, temos que P é vélida para n — 1, e conseqiientemente, por hipétese,
P é valida para (n — 1) + 1 = n. Chegamos portanto a uma contradigdo o que nos
leva a concluir que S deve ser vazio. Isto é, a proposicao P ¢é valida para todos os
elementos de L.

2.3.1 Exercicios

1. Mostre que todo subconjunto, nao vazio, do conjunto dos niimeros inteiros, lim-
itado superiormente, tem um maior elemento.

2. Fixado w € Z. Seja L. = {\ € Z; A < w}. Seja P uma proposigao enunciada para
os elementos de L. Tal que P satisfaz:

(a) P é valida para w.

(b) Se P é valida para A, entao P é vélida para A — 1.

Nestas condicoes , mostre que P é valida para todos os elementos de L.
3. Prove por inducao as seguintes afirmacoes :

(a) n® + 2n é um multiplo de 3, para todo n > 1.

n—1 _ z"—1

rx—1 "

(b) Fixado uma incégnita z. Tem-se que 1 +z + 22+ 2% + -+ x
(Assuma z° := 1.)

(¢) Fixado duas incognitas z, y. Tem-se que (z+y)" = 5 <n) 2"y""". (Assuma
r
r=0
0l=1.)

(d) 3 divide z® —2  zeN.

2.4 Propriedades Aritméticas dos Inteiros

2.4.1 Divisibilidade

Definicao 2.21. Dados numeros inteiros x,y € Z, dizemos que x divide y, se existe
z € 7, tal que y = x - z. Neste caso, dizemos que y é um maultiplo de x e o inteiro x
¢ dito ser um divisor de y. Escreveremos x|y para indicar que x divide y.

As seguintes propriedades seguem imediatamente da definicao de divisao.
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Proposicao 2.22 (Propriedades da divisao). As seguinte afirmagoes sobre nimeros
inteiros, sao verdadeiras.

1. Sejam z,y, z € Z. Se z|y e y|z entao, z|z.
2. Se x|y entao xz|yz.

3. Se z # 0 e xz|yz entao x|y.

4. Se z|l entdo z =1 ou z = —1.

5. Se x,y € Z, e x|y entdo x < y.

z, se0<z

6. Se x|y entao |z| < |y|. Onde |z| = { . s 2<0

7. Se x|y entdao z < |y|.

8. Se x|y e y|z entdo |x| = |y|.

9. Se x|y e x|z entao, x|ay + bz. Va,be Z
Demonstracao. A demonstracao é deixada como exercicio.

Definicao 2.23. Um numero inteiro x € 7Z, € dito ser composto se o conjunto dos
divisores de x tem mais que quatro elementos. Isto €, se x = yz com y e z nao
pertencentes a{l,—1,z, —x}.

Definicao 2.24. Um ndmero © € 7Z € dito ser primo se o conjunto dos divisores
positivos tem exatamente 2 elementos {1, |x|}.

O conjunto dos divisores de um ntimero inteiro, nao nulo, tem um numero finito
de elementos. Isto decorre da propriedade 5 enunciada na proposi¢ao 2.22. Podemos
concluir que dados dois inteiros x,y € Z, nao simultaneamente nulos, o conjunto dos
divisores comuns a = e a y, isto é, o conjunto {z € Z;z|r e z|y}, tem um nimero
finito de elementos e, portanto, considerando a ordem “menor ou igual,”” tem um
maior divisor comum. Isto motiva a seguinte definicao .

Definicao 2.25. Dados x,y € 7Z, nao simultaneamente nulos, o Maior Divisor Co-
mum de x ey € o mator inteiro positivo que divide simultaneamente x e y.

Escreveremos MDC(x, y) para indicar o maior divisor comum de x e y. A proposic¢ao
a seguir nos dar a propriedade fundamental do maior divisor comum de dois inteiros,
e é utilizada como definicao por muitos autores. A razao pela qual eles escolhem
definir o MDC pela propriedade universal,é poder estender o conceito de MDC para
outros ambientes matematicos, como por exemplo para o conjunto dos polinémios em
uma variavel com coeficientes reais.
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Teorema 2.26 (Euclides). Dado um nimero inteiro x ¢ {—1,0,1} tem-se que x €
um numero primo ou x € um produto finito de numeros primos.

Demonstracao. Basta Como —z = (—1)z, basta mostrar que todo inteiro positivo
maior que 1 ou é primo ou um produto de um nimero finito de primos.

Para demostrar esta afirmagao usaremos o principio da inducao em sua segunda
forma. Considere o conjuntoB = {z € Z; z > 1 e z ou é primo ou produto finito de primos}.
Temos que 2 € Z. Dado x > 2, suponha que a tese seja vélida para todo y € Z satis-
fazendo 2 < y < x. Neste caso, se x for primo teremos x € B. Caso contario, existem
a,b ¢ {0,1} ambos positivos e satisfazendo x = ab. Decorre da defini¢do de ordem
nos inteiros que x > a > 2 e x > b > 2. portanto, pela hipotese de inducao a e b
ou sao primos ou produtos de um numero finito de primos. Em qualquer dos casos
x é um produto de um ntumero finito de primos e x € B. Pelo principio da inducao,
segue que todo nimero inteiro, maior ou igual a 2, ou é primo ou um produto finito
de primos, e consequentemente todo inteiro x tal que || > 2 ou é primo ou produto
finito de primos. O

Teorema 2.27. FExistem infinitos primos positivos.

Demonstracao. Suponha que a quantidade de nimeros primos positivos é finita e
que p1 < P2 < p3 < --- < p, sejam todos os primos positivos listados em ordem
crescente. Considere o inteiro positivo x = p1 - o -+ - o, + 1. Como z é extritamente
maior que cada um dos primos g, devemos ter obrigatoriamente, pelo teorema 2.26
que x é um produto de primos e neste caso deve existir p € {pi1,..., 9} ¢ um
inteiro positivo y tais que x = @ - y. Desta forma p obrigatoriamente satisfaz p|x e
o|(p1 - P2+ pn). Conseqilentemente tem-se que p|(z — @1 - P2+ @n), isto é, p[1. O
que nos leva a contradizer o fato de g ser primo.

Portanto assumir que a quantidade de primos positivo é finita, nos leva a uma
contradicao da definicao de nimero primo. Logo a quantidade de numeros primos
positivos € infinita. O

2.4.2 Divisao Euclidiana

Teorema 2.28. Dados x,y € Z, com y # 0, existem unicos inteiros q,r, chamados
respectivamente de quociente e resto da divisao, tais que:

rT=qy+r com 0 <r < |y|.

Dividiremos a demonstragao deste teorema em dois casos: y > 0 e y < 0.

Se y > 0 entao |y| = y. Neste caso, considere o conjunto B = {z — ay;a €
mathbbZ e x —ay > 0}. O conjunto B é nao vazio e limitado inferiormente pelo zero.
Para comprovar este fato, basta observar que z — (—|z|)y = x + |z|y > = + |z| > 0.
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Desta forma, existe r € B tal que 0 < r e r é o menor elemento em B. Ou seja,
existe ¢ € mathbbZ tal que r =  — qy > 0. Para mostrar que r < |y|, observamos
que se fosse r > y entao existiria ¢ € N* satisfazendo r = y+o0e 0 < o < 7.
Consequientemente, teriamos

y+o = x—qy
o = x—(¢+1)yeB

contradizendo a minimalidade de r. Portanto
rT=qy+r com 0 <r < |y|.

Resta mostrar que ¢ r descritos acima sao unicamente determinados por x e .
Suponha que existam ¢, r,b,u € Z taisque x = qy+rex =by+ucom 0 <r <y
e 0 < wu < y. Neste caso, temos 0 < |r — u| < y. Por outro lado,

by+u = qu+r
(b—qy=r—u
[b—aly = |r —ul

Logo, se r # u devemos ter |b — ¢q| > 1 e consequentemente
y<|b—qly=|r—u| <y  um absurdo!

Logo r = u e consequentemente ¢ = b.
Para o caso em que y < 0 aplicamos o primeiro caso para x e |y|. neste caso,
existem unicos ¢/, r € Z tais que

r=qyl+r com 0 <7 < |y|.
Portanto, = = ¢/(—y) +r = (—q)y + r ou seja, pondo ¢ = —¢/, temos
r=qy+r com 0 <7r < |yl.

|
Um teorema particularmente interessante no estudo da estrutura dos nimeros in-
teiros é o Lema de Bézout}, escrito em pelo matemdtico francés Etienne Bézout,
nascido em 1730 e morto em 1783. O Lema de Bézout foi inicialmente enunciado
para o mdximo divisor comum de polinomios com coeficientes racionais, € o resul-
tado similar para niumeros inteiros passou a ser chamado de Teorema de Bézout .
Veremos que ao estudar a estrutura dos inteiros sob o ponto de vista de teoria de
grupos, utilizaremos o teorema de Bézout para descrever todos os subgrupos de Z. a
demonstracao do Teorema de Bézout, enunciado a sequir, consiste em mostrar que
o maximo divisor comum de dois inteiros,x,y € o menor dos inteiros positivos(nao
nulo!) que pode ser escrito como soma de mailtiplos de x e de y
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Teorema 2.29 (Bézout). Dados nimeros inteiros x,y nao ambos nulos, seja d =
MDC(x,y). Existem inteiros n,m tais que

d=nx+my

Demonstracao. Sejam x,y,d como na hipotese do teorema. Considere o conjunto
A ={ax +by;a,b € Z} e seja B = A(\N*. Uma vez que x e y nao sao simultane-
amente nulos, o conjunto B € diferente do vazio e limitado inferiormente pelo zero.
De acordo com o principio do menor inteiro, existe 6 € B tal que 6 < h Vh € B.
Além disto, existem n,m € Z tais que o = nx + my.

Uma vez que d|x e d|y tem-se que d|6. Logo, como § > 0, tem-se d < 0. Para
mostrar que 0 < d e que portanto d = 9§, mostraremos que & € divisor comum de x e
y. De fato. Dados a,b € Z existem unicos valores q,r € 7 tais que

ar+by=qd+r com0<r <.
Substituindo o valor de § na equacdo acima temos:

ar +by = q(nz+my)+r
(a—gqn)x+(b—gm)y = r

Portanto, r € A, e 0 < r <. Como § € o menor inteiro em B, r nao pode ser
maior que zero e obrigatoriamente deve-se ter r = 0. Concluimos que 6 divide ax+ by
quaisquer que sejam a,b € 7. Isto €, § divide todo valor em A e em particular divide
x evy.
Desta forma, temos 6 < d e d < 6. Isto €, d = d. Portanto existem n,m € 7Z tais
que
d = nx + my.
|
Teorema 2.30 (Propriedade fundamental do MDC). Sejam x,y,d € Z. Se x e y

nao sao simultaneamente nulos e d € Z, € um divisor comum de x e y. Entao sao
equivalentes:

(i) d= MDC(z,y).
(i) Dado z € Z. Se z|x e z|y entdo z|d.

Demonstracao. Suponha d = MDC(x,y). Pelo teorema de Bézout, existem n,m €

Z tais que d = nx + my. Logo se z € Z, € tal que z|x e z|y, entdo z divide d.
Reciprocamente, Suponha que um wvalor positivo d seja divisor comum de x ey

e satisfaca o item ”ii "°. Em particular, o MDC(x,y) deve dividir d e portanto

MDC(z,y) < d. Por outro lado como d é divisor comum de x e y ele deve ser
menor ou igual a MDC(z,y). Ou seja d = MDC(x,y). O
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2.4.3 Exercicios

1. Analise cada uma das afirmagoes abaixo. Demonstre as verdadeiras e dé contra
exemplo para as falsas.

(a) Dados inteiros nao ambos nulos, x,y. Sed = MDC(x,y), x = ad ey =
bd, entao MDC(a,b,=)1.

(b) Sejam z,y,z € Z. Se z|yz entdo x|y ou x|z.

(c) Sejam z,y,z € Z. Se z|lyz e MDC(x,y) =1 entdo x|z.

(d) Se p € Z € primo e p|lxy entdo plr ou ply.

(e) Sejam x,y,z € Z. Se x|z e y|z entdo xy|z.

(f) Sejam x,y,z € Z. Se x|z,y|z e MDC(x,y) =1 entdo zy|z.

(9) Sejam x,y,z € Z. Sex >0 e MDC(y,z) =d entio MDC(xy,zz) = xd.

(h) Sejam x,y,z € Z. Se z|(y + z) e MDC(y,z) = 1 entago MDC(z,y) =
MDC(z, z) = 1.

(i) Dado x € Z. Se 21 x entao 4|(z* — 1).

(j) MDC(z,z+1)=1 VzeZ.

(k) Sejam x,y, z € Z. Se z|(y + z) entdo x|z e x|y.

(1) Sejam x,y,z € Z. Se MDC(z,z) = MDC(y, z) = 1 entio MDC(zy, z) =
1.

2. Dado n € Z, quais os valores possiveis para:

(a) MDC(n,n + 2)
(b) MDC(n,n+ 6)

3. Mostre que qualquer que sejan € Z, MDC(n+1,n*> —n+1) é1 ou 3
Dica: Peca ajuda a Fuclides.

4. Defina MDC para uma lista finita de numeros inteiros xy, ..., T,.
5. Sejam xq,...,x, n nimeros inteiros nao todos nulos e d = MDC(xq, ..., x,).
Mostre que existem n inteiros, ay, ..., a, tais que

a1T1 + aoxy + -+ apx, = d

24



2.4.4 Representacao Numérica

Nesta secao discutiremos a representacao numérica dos niumeros naturais. A
forma de representacao dos niumeros naturais influenciou diretamente na popular-
1zacao e dominio da aritmética. Povos cujos sistemas de representagao eram simples
e funcionais tém, quase sempre, sua aritmética disseminada mais facilmente, tanto
as operagoes bdsicas quanto os resultados e processos mais sofisticados. Compare, por
exemplo, a contribuicao dos gregos, babilonios, indis e drabes com a contribuicdo dos
romanos e eqipcios para a Aritmética.

Um sistema de representacao numérica consiste basicamente da adocao de um
numero finito de simbolos para representar uma certa quantidade finita, e de um
modus operandus , isto € de um regra para leitura dos valores descritos. Pesquise
sobre os sistemas antigos de representa¢ao numérica dos povos citados no pardgrafo
anterior.

2.4.5 Representacao p-adica

Teorema 2.31. Fizado um natural p > 2, todo niumero natural x, nao nulo, pode
representado de forma unica por

r=agh’+---+ap+ap com0<a, <p—1 eas#0.

Demonstracao. Dado x € N*, existem q1,a9 € Z tais que x = ¢p + ag com
0 <ayg <p—1. Uma vez que x,p,ag sao positivos, devemos obrigatoriamente ter
0 < q. Caso g1 < p tomamos a; = q; e x terd a forma procurada— Observe que o
quociente na divisao Fuclideana, so € zero se o dividendo for menor que o divisor. Se
q1 > p , existem qo,a1 € N tais que ¢ = qop + ay; com 0 < ay < p — 1. Desta forma,
tem-se:

r=@pPtapta com0<gp<q 0<aq<p-1

Seque que apds um numero finito de repeticao do raciocinio acima, digamos s-vezes,
obtém-se para x a forma desejada.
Resta mostrar que tal expressao é unicamente determinada para cada inteiro pos-
1tivo x.
De fato. Se x = asp®+- - -+ap+ao com0<a, <p—1 YVie{0,...,s} eas#
0, entao
ps S T < ps—|—1

pois, sendo as >1e0<a, <p—1 Vie{0,...,s}, tem-se:

p° < ap® < agp+ - Aaiptag < (p—1)p°+(p—1)p* 4+ (p—1)p+(p—1) = p*H' -1 < p°*L.
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Desta forma, se tivermos outra representacao ,digamos
x=Dbp' 4+ bip + by com0<b<p—1 Vee{0,...,t} ea, #0,

devemos obrigatoriamente ter s = t pois caso contrdrio ter-se-ia p* < x < pstt <
pt <z <pttoup! <z <pt <p* <z <p¥th conforme fosse s <t out < s. Além
disto, como ay eby sao os restos da divisao de x por p, temos ag = by. Ou seja,

(ag —b)p*+ -+ (a1 —b)p = 0 dividindo por p
(as =D )p* "'+ (ag —bo)p+ (a1 —b1) = 0

Desta forma, a; e by sao os restos da divisao de x — ag por p. Repetindo o processo,
concluimos que a, = b, Y. O
A expressao asp® + -+ + a1p + ag € dito ser a representacao p-ddica de x. As
erpressoes :
(@5, @515+ 5Q0)p  QsQs 1+ Ao,  Ass 1-++dg

sao chamadas de representacao de x na base p. Observe que a terceira forma de
representagao, usando numeros decimais, so € adequada quando fixrado um valor p <
10.

Exemplo 2.32. Sistema Decimal: Quando consideramos o caso em que p = 10
obtemos que todo niumero natural pode ser representado usando-se 10 simbolos, algar-
ismos, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Desta forma a representagdao 54923 significa 5 x 10* +
4x1034+9x 102 +2 x 10 + 3.

Exemplo 2.33. Sistema binario: Quando consideramos o caso em que p = 2
obtemos que todo niumero natural pode ser representado por uma seqiéncia de 1 e
zeros. Por exemplo o nimero decimal 167 = 1 x 10% + 6 x 10 4+ 7 pode ser escrito
como

Ix2"4+0x20+1x2°4+0x2'+0x 22 +1x22+1x2+1

ou simplesmente
101001115 ou 10100111

Exemplo 2.34. Sistema Hexadecimal: Para o caso em que p = 16 obtemos uma
representacao numérica muito utilizado em computacao. Considere que os simbolos
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C, D, E, F representam os valores decimais de 0 a 15.
Desta forma a representacdo o numero decimal 54923 ¢ representado por D68B. Para
este sistema , em particular pode utilizar ainda a letra H, no final da representacao,
para diferenciar entre um numero decimal um niumero hexadecimal. Por exemplo,
para diferenciar o nimero decimal 12 de 12H := 1214 ( 18 na base 10).
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2.4.6 Exercicios
1. Escreva o nimero decimal 4634575 na base p para cada valorp € {2,3,5,6,8, 11,16, 20,60, 100}.
2. Converta para o sistema decimal a representacao de cada valor abaizo:

(a) 10101011,

(b) 354

(c) 2FEDB514

(d) 29 x 30° + 5 x 30 + 17

3. Estude o diagrama utilizado para a multiplicacao e soma de nimeros na base dec-
imal e descreva uma forma similar para soma e multiplicacao em base 2,5,11e16.

4. Desenvolva uma regra para mudanca de bases, sem a necessidade de conversao
para o sistema decimal.

2.4.7 Algoritmo de Euclides para calculo do MDC

Nesta subseccio estudaremos o algoritmo de Euclides para o computo do MDC' de
dois inteiros nao nulos. A fundamentagao tedrica para a validade do algoritmo reside
no sequinte teorema:

Teorema 2.35. Sejam z,y,q,r inteiros tais que x = quy + r. Se x e y nao sao
simultaneamente nulos entao MDC(z,y) = MDC(y, ).

Demonstracao. Sejam z,y,q,r como no enunciado do teorema, d = MDC(z,y)
eu= MDC(y,r). Como u divide simultaneamente y e r entao u divide simultanea-
mente x ey, logo u < d. por outro lado, como d divide simultaneamente x ey entao
d diwide simultaneamente y e r, logo d < u. Portanto,uma vez que u,d sao nimeros
positivos, u = d. O

Corolario 2.36. Sejam x,y,r € Z, com y # 0. Se r € o resto da divisao euclidiana
de x pory, entao MDC(z,y) = MDC(y,r).

Demonstracgao. De acordo com o algoritmo de divisao euclidiana, tem-se x = qy-+r.
Logo, em acordo com o teorema 2.35, tem-se MDC(z,y) = MDC(y,r). O

Teorema 2.37 (Método das divisdes sucessivas). Sejam x,y inteiros nao nulos, com
y # 0. Defina ag = x e a; = y. Para 1 > 1 defina a, como sendo o resto da divisao
euclidiana de a,_o por a,—q. Se a,, € o ultimo resto nao nulo entao MDC(z,y) = ay,.
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Demonstracao. Uma vez que MDC(z,y) = MDC(|y|,|r|), podemos sem perda
de generalidade assumir que x,y > 0. Em acordo com o teorema 2.28 e com a finitude
do congunto {a € Z;0 < a < y} existe n € N tal que:

ay = a1+ ag 0<ar <ay

ay = (202 +as 0<as<a
Un—2 = Qn—10p—1 + Qp 0<a,<--<az<a
Apn-1 = Quan+0 em que 0 < ay,

Neste caso, em acordo com o teorema 2.35, tem-se
MDC(z,y) = MDC(ag,a;) = MDC(ay,az) =--- = MDC(a,-1,a,) = MDC(a,,0) = a,.

[

O método descrito acima é comumente ensinado na 5% série por meio da construcao

de uma tabela composta de 3 linhas e tantas colunas quantas forem necessdrias e
preenchida como a sequir:

e Na primeira linha registra-se, a partir da sequnda coluna, os quocientes obtidos
pela divisao euclidiana de a,_o por a,_;

e Na sequnda linha registra-se, a partir da primeira coluna, os valores de a,;

e Na terceira linha registra-se, a partir da primeira coluna e comegando com 1 = 2,
0s restos divisao euclidiana de a,_o por a,_q;

Contando-se da esquerda para a direita, o MDC' ¢ 4ltimo valor nao nulo obtido na
terceira linha.

2.4.8 Exercicios

1. Use o método das divisoes sucessivas para determinar MDC(x,y) para cada
caso abaixo:

(a) v =252 ey = 1325;

(b) © =221 ey = 195;

(¢c) x =—221 ey = —195;
(d) © = —T293 e y = 3640;
(¢) © = 76084 e y = —63020;
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2. Escreva o numero 100 como soma de multiplos de 7 e 9.

3. Mostre que se MDC(z,y) = 1 entao todo nimero inteiro pode ser escrito como
soma de maultiplos de x e y.

4. O que pode ser dito sobre a reciproca da afirmacao feita no item acima ser
verdadeira ou falsa? Prove tua afirmagcao!

2.4.9 Teorema Fundamental da Aritmética

O teorema 2.26 nos mostra que um niumero inteiro, diferente de —1,0 e 1, ou é
primo ou um produto finito de miumeros primos. Nesta se¢do mostraremos que tal
expressao € unica a menos de ordem entre os fatores do produto. este resultado €
conhecido como “Teorema Fundamental da Aritmética”. Para a demonstracao
definiremos para cada x € Z—{—1,0,1} o valor {(xz) = min{n € N;zpode ser escrito como produto de n prir
e procederemos por inducdo sobre este numero. O argumento para utilizacao da
hipotese de inducdao ¢ o Lema de Gauss enunciado e provado a sequir.

Lema 2.38 (Lema de Gauss). Sejam x,y, z inteiros nao nulos. Se MDC(x,y) =1
e x|lyz entdo x|z.

Demonstracao. Sejam x,y,z como no enunciado. Como MDC(z,y) = 1, existem
inteiros u,v tais que uxr + yv = 1. Multiplicando a ultima igualdade por z obtemos
urz + vyz = z. Por hipdtese, x|yz, logo existe q € 7 tal que yz = qx. Portanto,

z(uz + vq) = z.
Isto €, x divide z. O
Corolario 2.39. Sejam p,a,b nimeros inteiros e p primo. Se plab entdo pla ou p|b.

Demonstracao. Sejam a,b,p € Z. Suponha que p € primo, plab e p{ a. Queremos
mostrar que plb. De fato, se pta entao MDC(p,a) = 1. De acordo com o teorema
de Bézout temos que existem inteiros n, m tais que:

an 4+ pm = 1.

Multiplicando por b temos que abn + pbm = b. Como plab e p|pmb podemos concluir
que plb.
|

Teorema 2.40 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro x ¢
{=1,0,1} € primo ou pode ser expresso como um produto finito de nimeros primos.
Além disto, a expressao de x como produto de niumeros primos € unica a menos de
troca de sinal e de permutacao entre os fatores do produto.
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Demonstracgao.
A primeira parte do Teorema Fundamental da Aritmética decorre do teorema
2.26. Resta-nos, portanto, demonstrar a unicidade da fatoracdo a menos de per-
mutagdo entre os fatores. Para isto procederemos por indu¢do sobre o natural £(x)
definido a sequir.

Para cadax € Z—{—1,0,1} sejal(x) := min{n € N;z = py ---p, com p1,ps,...,pn Primos}.
Em decorréncia do teorema 2.26, temos que ((x) > 1 Vv € Z —{-1,0,1}.

Dado x € Z—{—1,0,1}, se {(z) = 1 entdo x € niumero primo. Suponha que ezxistam
r primos qi,qo, . . ., q, tais que x = q1---q, € que r > 2. Como x € primo, deve existir
um j € {1,2,...,r} tal que x|q,. Re-enumerando, se necessdrio for, podemos supor
que xz|q. Neste caso, 1 = ux para algum u € Z e conseqiientemente temos x =
(uzx)qy -+ - ¢ ou equivalentemente, x(1 —ugs - -+ q-) = 0. Uma vez, que x # 0 devemos,
obrigatoriamente, ter 1 —uqy - -+ ¢, = 0, ou seja (ugs),qe, - - ., g SGo inversiveis em Z
e isto contradiz a defini¢ao de numero primo. Portanto r nao pode ser maior ou igual
a 2 e a outra expressao possivel para x é x = q;. Concluimos que tese do teorema é
verdadeira sempre que {(x) = 1.

Dado um natural > 1. Suponha que a tese seja verdadeira para todo y € 7, —
{=1,0,1} tal que l(y) < r. Seja v € Z — {—1,0,1} tal que {(x) = r + 1. Neste caso,
existem primos p — 1,...,py11 tais que x = py---pry1. Se q1---q € outra expressao
de x como produto de numeros primos. Isto €, se

pl...pr_‘_l:ql...qt’

entaot > r+1, e como py € primo temos que py deve dividir algum dos fatores em
G- Q. Apds uma permutagdo, se necessdrio, podemos supor que pi|q, e uma vez

que q; também € primo temos que ¢ = upy com u =1 ou u= —1. Sendo assim,
PP = (up1)ge- g
pi(p2 pro1 — (uge)gs---q)) = 0 '
P2 prp1 = (U@)gz - q

Definindo y = po -+ - pry1 temos L(y) < r. Seque por hipdtese de indug¢ao que t — 1 =
(r+1)—1, isto ét = r+1 pois na dtima igualdade encontramos duas fatoragoes de y
como produto de nimeros primos. Além disto, ainda da hipotese de inducao obtemos
que apos uma reinderacao, se necessdrio for, podemos escrever para ) € 2,3,...,1r + 1,
P, = q, ou p, = —q,. Conseqiientemente, em acordo com o principio de inducdao, a
tese € vdlida para todo inteiro v ¢ {—1,0,1}.

[

Corolario 2.41. Todo inteiro positivo x > 1 ou € uma poténcia de um primo positivo
ou pode ser escrito como um produto finito de poténcias primos positivos distintos
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dois-a-dois. Fsta representacdo € unica a menos de permutacdo e de fatores com
expoente nulo.

Demonstracao. De acordo com o Teorema Fundamental da Aritmética, podemos
escrever qualquer inteiro positivo x > 1 na forma x = py - - - p, para algum naturaln e
nimeros primos pi, ..., p,. Uma vez que x = |x| = |p1| - |pa| - - - |pn|, podemos assumir
que pi,...,pn Sao positivos. Finalmente, basta usar a associatividade do produto para
agrupar os fatores primos que se repetem.
.
Dados x,y € Z, inteiros positivos, considere o conjunto {p € N, p|z ou ply}, isto
€, o conjunto dos primos positivos que dividem x ou dividem y. FEm acordo com
Teorema Fundamental da Aritmética este conjunto € finito, de forma que podemos
representd-lo como {p1,...,p,} e podemos escrever

x :ptlll ...p’,of'fy:p?l ...pET
com o, >0, B, >0V € {1,...,r}, e convencionando-se escrever p? =1.

Corolario 2.42 (Calculo do MDC). Dados inteiros positivos x e y. Se x = p{* - - por
ey = pfl PP com py, ..., p, primos distintos dois-a-dois, entdo

MDC(x,y) = pi*---pim  em que a, = min{a,, 5,} YVee {l,...,r}.
Teorema 2.43. Sejam z,y, z € Z tais que MDC(z,y) = 1. Se z|z e y|z entdo zy|z.

Demonstracao. Se MDC(z,y) = 1 entao ezistem u,v € Z tais que
uxr + by = 1.

Portanto, podemos escrever,
urz + byz = z.

Por outro lado, como x|z e y|z temos xylyz e zy|rz. Logo, xy|z. O

Definicao 2.44. Dados x,y € Z dizemos que m € N é um minimo multiplo comum
de x ey se satisfaz:

i) xjm e ylm
i) Para todo u € 7. Se x|u e y|lu entdo m|u.

Observagao 2.45. Para o natural definido acima, emprega-se a notagio MMC(x,y).
Observe que que nao podemos dizer que o MMC(x,y) é o menor dos nimeros in-
teiros mao negativos que sao simultaneamente maultiplos de x e de y. De fato, como
zero € multiplo de todo e qualquer valor inteiro, o menor dos niumeros inteiros nao
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negativos que sao simultaneamente multiplos de x e de y € sempre zero. Entretanto
o MMC(z,y) so € zero se, e somente se, x = 0 ou y = 0. Por esta razao alguns
autores reservam a palavra multiplo apenas para comparacao entre niumeros nao nu-
los e evitar a sutileza expressa nesta observac¢ao. Se mo entanto, x e y sao ambos
nao nulos o MMC(x,y) é o menor dos inteiros positivos que sao simultaneamente
maultiplos de x e de y.

Proposicao 2.46. O MMC' de dois numeros inteiros € unico.

Demonstracao. De fato, dados x,y € Z suponha que m; e my satisfacam as
condigoes da definicio de MMC para x e y. Neste caso, temos que x|my e ylmy e
portanto my|my. Por outro lado, x|my e y|my portanto ms|my. Como ambos, my e my
sao nao negativos, temos obrigatoriamente m; = my.

[

Teorema 2.47. Quaisquer que sejam os inteiros ,x e y nao simultaneamente nulos,

tem-se

Demonstracao. A tese do teorema é evidentemente verdadeira se x = 0 ou y = 0.
Pois neste caso, MMC(z,y) = 0. Além disto, como MMC(x,y) = MMC(|z|, |y|)
e MDC(z,y) = MDC(|z|, |y|), basta mostrar a igualdade para o caso em que x > 0
ey > 0.

Sejam pois x,y inteiros positivos, d = MDC(z,y) e m = MMC(z,y). Como
d|xy, podemos escrever xy = dz para algum z € N. Vamos mostrar que MMC(x,y) =
z.

De fato, uma vez que d = MDC(z,y), podemos escrever x = ad e y = bd com
MDC(a,b) = 1. Desta forma,

ry = abd® = dz (2.5)

ou seja,
z = abd. (2.6)
Consequentemente z = (ad)b = xb, e z = a(db) = ay. Sendo assim, x|z e y|z e

portanto m|z (em particular 0 <m < z).
Por outro lado, como d|x e x|m podemos escrever

m = dec. (2.7)

Além disto, como x = ad e y = bd temos que ad|dc e bd|dc. Portanto, alc e b|c.

Em acordo com o teorema 2.43, uma vez que MDC(a,b) = 1, temos que ablc e
consequentemente abd|dc isto €, z|m.

Seque que z <m em < z. Isto é, m = z. O
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2.4.10 Outra caracterizagao de niimeros primos

A reciproca do Corolario 2.39 é verdadeira, considerando a hipotese p ¢ {—1,0,1}.
Isto é: Se um nimero inteirop ¢ {—1,0,1} € tal que p|x ou ply sempre que p|xy entao
este numero p € primo.

Podemos entao dizer que o sequinte teorema € uma caracterizacao de numeros
Primos.

Teorema 2.48. Dado um nimero inteiro p ¢ {—1,0,1} as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

1. p é primo.
2. plx ou ply sempre que p|ry.

Demonstracao. Que a afirmagdo (1) implica na afirmacao (2) foi provado no
corolario 2.39.

Para mostrarmos areciproca, suponha que p ¢ {—1,0,1} satisfaca a propriedade
em (2) e seja d € 7 um divisor de p. Neste caso podemos escrever p = db, para b € Z,
e aplicando a propriedade (2) devemos ter pld ou p|b, isto é d = up ou b = up para
algum inteiro uw. No primeiro caso temos p = (up)b, ou seja p(1 — ub) = 0 o que sé
¢ possivel com 1 —ub = 0. Isto é, u,b € {—1,1} ed € {p,—p}. O sequndo caso nos
fornece, de forma similar, d € {—1,1} e b € {p, —p}.

Do raciocinio acima podemos concluir que os inicos divisores de p sao {—1,1,—p, p}
e portanto que p € um niumero primo. O

Outra caracteriza¢ao de primos é dado pelo teorema a sequir:

Teorema 2.49. Seja b um inteiro positivo maior que 1. Seja q o maior inteiro cujo
quadrado € menor ou igual a b. Se b nao possui divisores positivos menores ou iguais
a q, e maiores que 1, entao b € primo.

Demonstracao. Dado b € N—{0,1}. Seja o o menor primo positivo que divide que
divide b. Temos,
b=p w

para algum w € N. Suponha que w > 1. Neste caso, como @ € o menor dos divisores
positivos maiores que 1, devemos obrigatoriamente ter 1 < o < w. Sendo assim,
©*> < b. Portanto se b > 1, ndo possui divisores cujos quadrados sdo menores ou
wguais a b, entdo w =1 e b € primo. O.

Corolario 2.50. Seja b um inteiro positivo maior que 1. Seja ¢ o maior inteiro cujo
quadrado € menor ou igual a b. Se nenhum primo positivo menor ou igual a q,divide
b, entao b é primo.
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Exemplo 2.51. Vamos utilizar o resultado do coroldrio 2.50 para mostrar que 101 é
PTiIMo.

De fato, temos que o maior inteiro cujo quadrado € menor ou igual a 101 € 10.
Os primos positivos menores que 10 sao {2,3,5,7}. Como nenhum deles divide 101,
podemos concluir que 101 é primo.

2.4.11 Exercicios

1. sejam x,y inteiros impares. Mostre que:

(a) 8|(2* — y?)
(b) 8l(z* +y* = 2)

2. Mostre por indugdo sobre n que para todon € N tem-se que 9](10™ + 3 -4™"+2 4 5).
3. Sejam x € Z e n € N. Mostre que:

(a) (z = D" = 1)

(b) " T141 = (z+1)(z*—a* 4?2?34 ..—z+1)  dica: Observe a alterndncia de sinais
(c) Sen € impar entao (x4 1)|(z" + 1)

(d) Se n é par entao (xz + 1)[(z™ — 1)

4. Liste ordenadamente numa tabela 10 x 20, todos os niumeros positivos de 1 a
200. Use Teorema 2.49 para eliminar os nimeros que nao sao primos (Crivo de
FEratostenes. )

5. ( Primos de Mersenne ) Os nimeros primos da forma 2° — 1 sao chamados
de primos de Mersenne, em homenagem a Marin Mersenne(1588-1648). Dados
x,n € N, mostre que se x" — 1 é primo entao x =2 e n € primo.

6. ( Nimeros de Fermat )Os nimeros da forma 2*" + 1, com m natural, sdo
chamados de nimeros de Fermat em homenagem a Pierre Fermat ( 1601-1655).
Fermat conjecturou que todos estes nimeros eram primos. Leonhard Euler (1707-
1783) mostrou que 641 divide 2% + 1.

(a) Use um programa de computacao algébrica(Maple,Scilab, Mathcad, Mathematica,...),
ou uma calculadora programdvel, e o Teorema 2.49 para mostrar que para
0 <m <4 todo numero de Fermat é primo.

(b) Sejam x,n inteiros maiores que 1. Mostre que se ™ + 1 € primo entao x é
par e n € poténcia de 2. dica: Use os exercicios 3b e 3c .

7. Sejam x,y nimeros naturais. Mostre que se a = min{z,y} e f = max{z,y}
entao v+ 3 =x +y.
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8. Use o Teorema 2.40 e o exercicio 7 Para obter uma nova prova do Teorema 2.47.

9. Determinar os nimeros, de dois algarismos, que sao iguais ao qudadruplo da soma
de seus algarismos.

10. No ultimo recenseamento, um recenseador visitou a casa de wm matemdtico que
possuia trés filhas. O matemdtico informou que o produto das idades das filhas
era 72 e que a soma das idades era o numero da sua casa, e este numero estava
wisivel. O recenseador informou que assim era impossivel determinar as idades.
Prontamente o matemdtico disse: tudo bem, darei mais uma informacdo e com
ela o senhor saberd quais as idades. A mais velha das minhas filhas gosta de
milk shake de chocolate. Qual a idade de cada uma das filhas?

11. Numa escola militar, ao longo de um corredor, estao enfileirados mil armdrios,
enumerados de 1 a 1000, com as portas fechadas. Mil alunos, também enumer-
ados, resolveram fazer a sequinte brincadeira:

e O primeiro aluno passa e abre toda as portas.

e O aluno 2 passa e fecha todas as portas de nimero par.

e Cada aluno, passando ordenadamente, inverte a posicao de todas as portas
cujos numeros sejam diviveis por seu niumero.

Apds a passagem dos mil alunos, determine:

(a) Quantas portas ficaram abertas?

(b) Qual o nimero do ultimo armdario que ficou aberto?

2.5 Aritmética Modular

A nocgdo de congruéncia foi introduzida por Johann Carl Friedrich Gauss(1777-
1855) em seu trabalho Disquisitiones Arithmeticae publicado em 1801. Veja [5] para
mais informacoes.

Nesta secao estudaremos algumas propriedades bdsicas da nogao de congruéncia
de numeros inteiros. Usaremos esta nocao para construir critérios de divisibilidade

para numeros inteiros, o teorema de Wilson, o pequeno teorema de Fermat e a fung¢ao
de Euler.

Definicao 2.52. Seja m um numero natural maior que 1. Dados x,y € Z, diz-se que
x € congruente a y mddulo m se m|(z — y).

Notagao: Escrevemos x =y y ou x = yMod m para expressar que x € congruente
a y modulo m.
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Proposicao 2.53. Seja n € N tal que n > 1. Sejam x,y, z, w numeros inteiros.
1. Sex =,y ez=,w entio (x + 2) =, (y+ w).
2. Sex =,y ez=,w entio (xz) =, (yw).
3. Se x =, y entao uxr =, uy Yu € Z

Demonstracao. De fato, se v =, y e z =, w entao existem o, € 7Z tais que
r=y+anez=w+ pn.

Logo, v+ z =y +w+ (a+ f)n, isto €, (x + 2) =, (y + w).

Para o produto, temos vz = yw + yBn + wan + afn?® = yw + (yB + wa + afn)n.
Portanto, vz =, yw.

Além disto, para todo u € Z temos uxr = uy + uan. Ou seja, ur =, uy.

Proposicao 2.54. A relagao de congruéncia é uma relacdo de equivaléncia. isto €,
a relagio R = {(z,y) € Z X Z;x =, y} € uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracao. A demonstragao € deixada como exercicio para o leitor. O
Proposicao 2.55. Se ax =, ay e MDC(a,n) =1 entio x =, y.

Demonstracao. A demonstracdo ¢ deizada como exercicio para o leitor. O

2.5.1 Exercicios

1. Sejan € N tal que n > 1. Dado, k € Z e a € Z tal que MDC(a,n) = 1, mostre
que os conjuntos, dados abaixo, sao sistemas completos de residuos:

(a) {0,1,2,...,n—1}
(b) {0,a,2a,...,(n—1)a}
(c) {k,a+Fk,2a+k,....,(n—1)a+k}

2. Sejam p um nimero primo positivo e v € Z. Mostre que se x* =, 1 entaox =, 1
oux=,(p—1).

3. Mostre por indugao em r que se x, =5y, © € {1,2,...,1r} entdo

(@) (3 =n (O )
ORICENID
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Teorema 2.56 (Teorema de Wilson). Seja p € N Entdo:
1. Se p € primo entdo (p —1)! =, —1.
2. Sep>1e(p—1)=,—1 entdo p € primo.

Demonstracao. (i ) Sep=2entio (p—1)!=1=1. Sep=3 entiop—1=2c¢
portanto 2! =2 =3 —1.

Suponha que p > 3. Neste caso, cada elemento do conjunto {2,3,...,p — 2} tem
um inverso modulo p, neste mesmo conjunto. Além disto, o inverso de cada x €
{2,3,...,p— 2} € diferente de x.

Uma vez que p € impar, podemos no produto 2 -3---(p — 2) associar cada fator
com seu inverso modulo p, e neste caso, cada novo fator do produto serd congruo a
1 maodulo p. sendo assim teremos:

2-3---(p—2) =, 1
2:3--(p=2)p-1) = -1
1-2:3---(p—=2)(p—-1) = -1

p-1 =, -1

Para demonstrar o item (ii ) basta observar que se m € N — {0,1} nao é primo
entao podemos escrever m = xy com 1 < x,y < m. Portanto estes valores, © e y
aparecem como fatores de (m — 1)! e conseqiientemente (m — 1)! =, 0. |

Teorema 2.57 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam p € N um nidmero primo e
r€Z. Septz entao xP~t =, 1.

Demonstracao. Seja p primo positivo e x € Z tal que p t x. Neste caso, o conjunto
{0,2,22,3z,...,(p—1)x} € um sistema completo de residuos mddulo p. Sendo assim,
a fun¢ao

o:4{0,2,22,3z,...,(p— 1z} —{0,1,2,...,p— 1}
que a cada elemento associa o seu resto na divisao euclidiana por p, € uma bijecdo e
isto implica que cada elemento do conjunto {x,2x,3z,...,(p—1)x} € congruo médulo

p a um elemento do conjunto {1,2,...,p — 1}. Consequentemente,

1-2.3---(p—2)p—1) =, z-22-3z---(p—2)z-(p— 1)z
p—1)
_ 1)

p-—1! =, 2-20-3z---(p—2)-( x
-1 =, z-2¢-3z---(p—2)z-(p x
-1 =, a”'(1-2:3--(p—2)- (p—1))
-1 =, 2 Y(p-1)! :
-1 =, 227'(-1)
1 =, o'
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Corolario 2.58. Seja p € N um nimero primo. Entao 2¥ =, Vz € Z.

Demonstracao. Seja p primo positivo e x € Z. Se plx entao p|xP. Neste caso,
2’ =,0 e 0=, x. Logo, 2 =, .
Se ptx entao pelo Pequeno Teorema de Fermat temos 2?~' =, 1 e x =, x. Neste
caso, em acordo com a proposi¢ao 2.53, temos xP =, .
Portanto,
=, Vx € Z.

Definicao 2.59 ( Fungao de Euler @ ). A fun¢io ® : N — N que a cada natural
x associa a quantidade de naturais menores que x e relativamente primos com x, €
chamada de funcdao de FEuler.

O(z)=#{yeN;0<y <z e MDC(z,y) =1}
Proposicao 2.60. Seja ® a funcao de Euler. Entao.
1. Se p € primo positivo entio ®(p") = (p — 1)p" ! Vr > 0.
2. Se x,y € N— {0} sao relativamente primos entio ®(zy) = ®(z) - ¢(y).

3. Sex = pi' - py?---ple € a fatoragdo de x em poténcias de nimeros primos dois-
a-dois relativamente primos, entao

®(z) = (pr=Dp2 = 1)~ (ps = Dp - pp o pi ™!

Demonstracao. Uma vez que p seja primo, um niumero € relativamente primo com
p" se e somente se nao € multiplo de p. Desta forma basta contar quantos multiplos
positivos de p temos entre os p” numeros

{1,2,...,p,p+1,....2p,2p+1,....3p,...,(p—Dp" L, (p—Dp" ' +1,...,0"}

Dentre estes niimeros, os multiplos de p sao:

{pa 2p7 3p7 ey (p_]-)p7 p27p2+pa s 72p27 sy (p_l)p27 s 7pr_17 ey 2pr_17 R (p_l)pr_lvpr}

Portanto, a quantidade de elementos positivos divisiveis por p é p"—t, pois

{1,2,....,p,p+ 1,...,pr_1}

sao todos os naturais cujos produtos por p sao menores ou iguais a p". Desta forma,
a quantidade de naturais positivos e relativamente primos com p~ é p- — p't =
p " Hp—1). Isto ¢,

P =@-1)p"  Vr>0.
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Isto demonstra o item (1).
Para demonstrar o item (2), sejam x,y € N — {0} tais que MDC(z,y) = 1.
Considere a tabela abairo formada pelos niumeros de 1 a xy:

1 9 i e
x+1 x+2 x+k e 22
(y—Daz+1 (y—Vaz+2 -~ (y—1laz+k -+ xy
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Observemos que MDC(z,xy) = 1 se, e somente se, MDC(z,2) =1e MDC(z,y) =
1. Por um lado, os naturais em uma mesma coluna da tabela actma sao todos rel-
ativamente primos com x ou nao sao todos relativamente primos com x. Portanto,
existem ®(x) colunas com todos os elementos relativamente primos com x. Por outro
lado, cada coluna é um sistema completo de residuos modulo y e consequentemente
em cada coluna temos ®(y) naturais relativamente primos com y. Sendo assim, temos
O(x)--- O(y) naturais simultaneamente relativamente primos com x e y. Isto €,

P(zy) = O(x) - D(y).

O item (3) € conseqiiéncia imediata dos itens (1) e (2).

2.5.2 Exercicios

1. Considere p = 11 e refaca cada etapa da demonstracao da primeira parte do
Teorema de Wilson.

2. Mostre que se um numero natural é soma de dois quadrados perfeitos entdao
=40, 0oux=41o0ux=42.

3. Mostre que se um primo x > 2 é soma de dois quadrados perfeitos entao x =4 1.

4. Quantos numeros inteiros T tais que 79479% < x < 794802 ndo sdo quadrados
perfeitos?

d. Determine os niumeros que divididos por 17 tém resto iqual ao quadrado do quo-
ciente correspondente.

6. Seja n um natural tal que n > 1. Seja M uwm matriz de ordem 2 com entradas
mteiras.
(a) Mostre que o determinante de M é um nimero inteiro.

(b) Mostre que M admite uma inversa, médulo n, se, e somente se, o determi-
nante de M ¢ inversivel modulo n.

(c) Mostre que as afirmagoes nos exercicios 2.15 e 6b valem para qualquer matriz
de ordem r > 2, com entradas inteiras.

7. Determine as solugoes inteiras, modulo n, para cada equagao e cada n corre-
spondente.

(a) 2 +1=50
(b) x® —2x* — 3z =15 0
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N

10
11

12

15.

1.

15.

(C) 31’5232
(d) 22 +2x +2 =40
(e) > +2x +4 =40

Dado um primo p, mostre que (x + y)? =, (2P +y?) Vzx,y € Z.

O que podemos afirmar sobre a validade da reciproca do afirmacao feita no item
acima.

Mostre que se 31z entio v =3 1.

Mostre que 15 divide 232 —x Va € Z (Dica: peca ajuda a Gauss, Fermat
e Fuclides. )

Encontre o resto da divisao euclidiana de x por y para cada caso abaizo:
(a) v =37 y=23.

(b) x =37 y=T7.

(¢c) z=22"+1 y = 19. Dica: Calcule 2'"Mod 18.

(d) x = 34! y = 37. Dica: Peca ajuda a Wilson.

(e) x = 49! y = 53.

(f) v = 24! y = 29.

Use o Pequeno Teorema de Fermat para mostrar que 383838 divide 2°"—x Vx €
Z. Dica: Fatore 383838.

Calcule o valor de ® em cada um dos nimeros

(a) 125
(b) 16200
(c) 2097
(d) 36
(e) 120

Determine o valor de x € N em cada caso
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(e) ®(z) =18
(f) @(z) =10

16. mostre que se ®(x) = 2" entao x € um produto finito de uma poténcia de 2 e de
primos positivos da forma 2% 4 1, distintos dois-a-dois.

2.5.3 Critérios de Divisibilidade

nesta secao desenvolveremos, como aplicacao da nogao de congruéncia, oS critérios
de diwmsibilidade por nimeros entre 2 e 13, considereando a representacao decimal dos
numeros inteiros. Por motivo de simplicidade, trabalharemos apenas com nimeros
naturais.

Considere a representagao decimal a,10™ 4 --- 4 a110 4+ ag de um nimero natural
x.

Divisibilidade por 2, 5 e 10

Considere a representacao decimal a,10" + -- -+ a110 4+ ag de um nimero natural
T.
Para todo r > 0 temos que

10"a, =20 e 107a, =5 0.

Logo
)
T =2 Qg € T =5 Q.

Portanto,

e Um nimero natural é divisivel por 2 se, e somente se, seu tltimo digito
é 0,2,4,6 ou 8.

e Um numero natural é divisivel por 5 se, e somente se, seu ultimo digito
é 0 ou 5.

Como MDC(2,5) =1 temos que x € divisivel simultaneamente por 2 e 5 se, e
somente se, € divisivel por 10. Logo,

¢ Um numero natural é divisivel por 10 se, e somente se, seu ultimo
digito é 0.
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Divisibilidade por 3 e por 9

Considere a representacao decimal a, 10" + - -- 4+ a110 + ag de um numero natural
x

Uma vez que 10 =3 1 e 10 =g 1 temos que 10" =3 1 e 10" =g 1 Vr > 0. Sendo
assim,
=3 (ap+apn1+ - +a+ ay)

r =g (an + ap1 + -+ a1+ ap)
Portanto,

e Um nimero natural é divisivel por 3 se, e somente se, a soma dos seus
algarismos é divisivel por 3.

e Um niimero natural é divisivel por 9 se, e somente se, a soma dos seus
algarismos é divisivel por 9.

Divisibilidade por 4 e 8

Considere a representacao decimal a,10™ 4 - - - 4+ a110 4+ ag de um nimero natural
x.
Podemos escrever,

r = ap,10"+- - -+a;10+ag = 100(a, 10" 2+ - -+ay)+a; 10+ay = 1000(a, 10" 3+- - +a3)+10%as+10a; +ag
Logo,

T =4 (10&1 + ao) € T =% (102a2 + 10@1 + G,Q)
Portanto,

¢ Um nimero natural é divisivel por 4 se, e somente se, sua dezena é
divisivel por 4.

e Um nimero natural é divisivel por 8 se, e somente se, sua centena é
divisivel por 8.

Divisibilidade por 6

Considere a representacao decimal a,10™ 4 - - - 4+ a110 4+ ag de um nimero natural
x.

Uma vez que MDC(2,3) = 1, um nimero natural é divisivel por 6 se, e somente
se, € divisivel por 2 e por 3. Logo,

e Um nimero natural é divisivel por 6 se, e somente se,é par e a soma

s

dos seus algarismos é divisivel por 3 .
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Divisibilidade por 12

Considere a representacao decimal a, 10" + - -- 4+ a110 + ag de um numero natural
x.
Uma vez que MDC(3,4) = 1, um nidmero natural € divisivel por 12 se, e somente

se, € divisivel por 3 e por 4. Logo,

¢ Um numero natural é divisivel por 12 se, e somente se, a soma dos
seus algarismos é divisivel por 3 e sua dezena é divisivel por 4 .

Divisibilidade por 7, 11 e 13

Inicialmente observemos que 103 = 1001 —1 e que por outro lado, 1001 = 7-11-13.
Desta forma,

10 =; (=1 10 =, (=1)" e 10° =3 (-1)".

Por outro lado,Considerando a representacao decimal a,10™ 4 --- 4+ a110 4+ ag de um
numero natural x > 1000. Podemos escrever,

T = ut103t+ut_1103(t_1)+- cFu 1034wy em que cada u, € uma centena exceto, possivelmente, u;.
Isto €,

Uy = 102CL2 + 10@1 + ag
u; = 10%as + 10a4 + as

a, se n+1=31
Uy = 10a, +a,—1 se n—+1=32
10%a, + 10a, 1 + a, o se (n+1)=30

Desta forma, podemos escrever

z = 1y (1001 — 1) + 4,1 (1001 — 1)@ 4o+ 4+ 41 (1001 — 1) g

Portanto,
v = (D' (=D g A (=1)%ug + (1) ug + uo
v =11 (D' 4+ (=D gy 4 (=1)%ug 4+ (—1D)ug + uo
v =13 (D' 4+ (=D g 4 (=1)%ug + (—1)ug + u
Ou seja,
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¢ Um niumero natural é divisivel por 7 se, e somente se, agrupando
seus algarismos em grupos de trés algarismos consecutivos, a partir
da direita, a soma com sinais alternados é divisivel por 7.

¢ Um numero natural é divisivel por 11 se, e somente se, agrupando
seus algarismos em grupos de trés algarismos consecutivos, a partir
da direita, a soma com sinais alternados é divisivel por 11.

¢ Um numero natural é divisivel por 13 se, e somente se, agrupando
seus algarismos em grupos de trés algarismos consecutivos, a partir
da direita, a soma com sinais alternados é divisivel por 13.

Exemplo 2.61. O numero 3288285 é divisivel por 7, 11 e por 13. De fato, 003 —
288 + 285 = 0.

Outro critério de divisibilidade por 11

Considere a representacao decimal a,10" + -- -+ a110 4+ ag de um nimero natural
x. Como 10 = 11 —1 temos que 10" =11 (—1)". Logo, 10" =11 1 7 € par ou 10" =11 —1
r € impar. Portanto,

an10”+---+a110+a0511 (a0+a2+--~)—(a1—i—a3+---)
Ou seja,

¢ Um numero natural é divisivel por 11 se, e somente se, a diferenca
entre a soma dos seus algarismos de posicao par e a soma dos seus
algarismos de posicao impar, é divisivel por 11.

2.5.4 Equacgoes Diophantinas e o Teorema chinés dos restos

Nesta secao estudaremos um pouco sobre equagoes diophantinas. Assim chamadas
em homenagem a Diophantus, matemdtico grego que viveu no século 111 A.C.

Chamamos de equacao diophantina a toda e qualquer equacao polinomial, em uma
ou mais varidveis, com coeficientes inteiros( nao todos nulos). Diophantus tratou
destas equagoes em seu livro aritmetike ( Foi na margem de um exemplar deste livro
que Fermat escreveu o tltimo teorema de Fermat. )

Estaremos tratando , especificamente das equagoes diophantinas de grau um a duas
varidaveis. Isto €, equacoes da forma:

ar +by =c com a,b € Z. (2.8)
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A resolucao de tais equacoes € equivalente a resolucao de equacgoes de congruéncia
em uma varidvel. Ou seja, a resolu¢ao da equagdo

axr =p ¢
equivale a resolucao da equacdo 2.8
Existéncia de Solugao
Dado uma equacao diophantina
ar +by =c com a,b € Z. (2.9)

Dizemos que um par (xo,y0) € Z X Z € solugdo desta equagdo se satisfaz
ary + byg = ¢ (2.10)
o conjunto de todas as solucoes é dito ser o conjunto solugcao da equacao diophantina.
Proposicao 2.62. A Equacao diophantina
ar +by =c com a,b € Z, (2.11)
tem conjunto solugdo nao vazio se, e somente se, MDC(a,b) divide c.

Demonstracgao.
dada uma equacao diophantina

ax +by =c com a,b € Z. (2.12)

Sejam d = MDC(a,b).
Se existe uma solucao (xo,yo) € Z X 7 , isto €, se axy + byy = ¢ entao d divide c.
Reciprocamente, se d diwvide ¢ entao podemos escrever:

a=ad b= 06d rm e ¢ = kd em que mdcaf =1
Desta forma existem u,v € Z tais que
ua+vfg =1
multiplicando por ¢ = kd, temos:

ukda +vedf = kd
(ur)(der) + (vk)(dB) = ¢
(uk)a+ (vk)b = ¢

Portanto, o par (uk,vk) € Z X Z é uma solugao, e o conjunto solu¢ao € nao vazio.
[
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Proposicao 2.63. Se a equacao diophantina
ar +by =c com a,b € Z, (2.13)
tem uma solugdo (xg,y0) € Z X Z entao a conjunto solug¢ao é dado por
S ={(zo +18,y0 — ta);t € Z}
em que d = MDC(a,b), a =da e b= dp.
Demonstragao. Seja d = MDC(a,b). Se a equagiao diophantina
ar +by =c com a,b € Z, (2.14)

tem uma solugdo (xo,yo) € Z X Z entao d divide c. Desta forma, ezxistem
o, B,k €7 tais que a =da b=dfB, c¢=dk e a equacao ax+ by = c tem o mesmo
conjunto solucao que a equacao:

ar+ By =k com MDC(a, ) = 1.
Portanto se (xo,y0) € uma solu¢ao da equagao 2.14 entdao
azo+ Byo = K (2.15)

Suponha que (x1,y1) € outra solugdo. Neste caso,

arg+ Pyy =rk= axr;+ 0y .. (2.16)
0 = oalzr—2)+ 8 —v) .. (2.17)
alry —xg) = Plyo—11) com MDC(a,p) =1 (2.18)

Logo, a|(yo — y1) e Bl(x1 — xp). Como a,b nao sao ambos nulos, digamos b # 0 (
a # 0 leva ao mesmo resultado ) e neste caso, existe t € Z tal que x1 = xo + t0.
Substituindo na equagao 2.18 e eliminando (3, temos

a-t-8 = Blyo—wy1)
a-t = yYyo—wn
N = Yo — ta

Reciprocamente, se (xo,y0) € uma solu¢io da equagao 2.14, e portanto da equagdo
2.15, entao

a(xo +t6) + By — ta) = (axe + Byo) — tBa + atf = axg + fyo = K

Isto é, (xo + tB,yo — ta) também € solugdo qualquer que seja o valor t € Z.
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2.5.5 Congruéncias Lineares
A cada equagao diophantina da forma
ar +by =c com a,b € Z, (2.19)
corresponde uma equacao de congruéncia do tipo
axr =p ¢ com a,b € Z, (2.20)

A equacao 2.20, dita equacgao linear de congruéncia, tem solugdo se, e somente se,
MDC(a, b) divide c.

Em decorréncia da proposicao 2.63, se xy € uma solu¢ao da equacao axr =, ¢ entao
o conjunto solucao é dado por

S={xo+t0;t € Z} em que b= (- MDC(a,b).

Ou ainda, pondo d = MDC(a,b) e usando a notagao f = g, o conjunto solugao €
dado por:

b
SI{xO—Fta;tEZ}

e consequentemente existem exatamente d solugoes incongruentes modulo b cujos rep-
resentantes sao
b b

- 2—, ... d—1)-
d, ZTo + d7 ) Zo + ( )d
Teorema 2.64 (Teorema chinés dos restos). Sejam aq,ag, by, by, my, msZ tais que
my, Mo > ].,

MDC(my,my) = 1 e MDC(a;,m;) = MDC(ag, my) = 1. Nestas condigoes o

sistema de congruéncias lineares
mr =p, b
a2 =y, by

tem uma unica solu¢ao mddulo MMC(my, ms).

Zo, i +

Demonstracao. ( Unicidade médulo MMC(mq,ms) )
Suponha que xy, x1 sejam duas solugoes do sistema. Entao

{a19€0 =m by {a1$1 =mi by

2o =my by A2T1 =my by

Ou seja, 1Ty =pm, 171 € A2Xy =g, a221. Portanto, my divide ay(xo — x1) € my
divide ag(zg — x1). Como MDC(a1,m;) = MDC(ag, m2) = 1, podemos concluir
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que my dwide (rg — x1) e my divide xo — x1), e consequentemente, uma vez que
MDC(my, my) = 1, temos que MMC(my, ms) divide xy — ;.

(Existéncia de solugao.)
Sejam u,v,d,al € 7 tais que

aa) =g, 1
astlhy =g, 1
mu =y, 1
Mol =p,, 1

O inteiro
/ !
Ty = a;vmaby + asumqbs

¢ uma solucao particular para o sistema. De fato,
/ / —_ / P
axy = a1a;vMaby + ajasumiby =, aja;vmeb; =5, by
/ / P /! I
9Ty = A2a;VMaby + asasumaby =, asasumiby =, by
|

Corolario 2.65. Sejam ay,...,a,,b1,...,b,,mq,...,mpZ tais que my,l...,m, > 1,
MDC(m,,m;,) = 1 Vi # 3 ¢ MDC(a,,m;,) = 1 Vi # ). Nestas condigoes o
sistema de congruéncias lineares

MmT =m, by

At =, by

tem uma unica solu¢ao modulo m = MMOC(my, msa, ..., m,). Mais precisamente, o
mterro
/! m !/ m
Ty = ayuy—0by + -+ + a,u,—b,
my mp

, em que a, € o inverso de a, Mod m, e u, € o inverso de 7= Mod m,, ¢ uma solugao
1

particular do sistema.

2.5.6 Exercicios

1. Determine o conjunto solucao das equacoes diophantinas abaizo:

(a) 4z + Ty =3
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(b) 6z + 8y = 10
(c) bx — 9y =2
(d) 12z — 28y =8
(e) 9z + 12y = 25

2. Determine, para cada uma das equacoes de congruéncia ax =y ¢ abaixo, quantas
solugoes incongruentes modulo b existem.

(a) 4 =7 3
(b) 6z =5 10
(c) bx =g 2
(d) 12z =95 8
(e) 9x =15 25

3. Determine a menor solugao positiva para os sistema de congruéncias abaixo

(a)

2x =7 6

br =4 2
(b)

8x =11 6

3r =4 2

Tx =5 3

4. Dois satélites S, e Sy em orbita sobre a Terra, passam periodicamente sobre
Salvador. Sabendo-se que Si gasta 32 horas para completar sua orbita e que S
gasta 23 horas, e que hoje Sy foi visto as 11 horas da manha e Sy foi visto as 10
horas da manha, determine quando Sy e Sy serao vistos simultaneamente sobre
Salvador.

2000 digitos iguais a 1

———
5. Determine o resto da divisao de 111---111 por 7, 11 e 13.
6. Determine o resto da divisio de 2'%° por 11.

7. Encontre o menor multiplo positivo de 7 que deixa resto 1 quando dividido por

2,3,4,5 €0
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8. Dados n,m € N com MDC(n,m) = 1. Sejam S,,, S,, respectivamente, o con-
Junto dos restos possiveis na divisao euclidiana por n e por m. Mostre que a
funcao w : Z — S, X S, dada por

w(z) = (x Mod n,x Mod m)
¢ sobrejetora.

9. Encontre o conjunto solugcao dos sequintes sistemas de congruéncias lineares

(a)

2x =4 6

Sr =3 2
(b)

20 =4 3

S5r =3 2

(c)

20 =4 6
6x =9 12
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